Isi atrisinajumi Latvijas 54. matematikas olimpiade

9.1.

9.2.

9.3.

9.4.

9.5.

Pieradamo vienadibu ekvivalenti parveidojot, pakapeniski ieglistam
a+b+2c 2

(@+c)b+c) a+b
(a+b)a+b+2c)=2(a+c)b+c)
a’ +2ab+b* +2ac+2bc =2ab +2ac + 2bc + 2¢*
a’+b> =2c’

A D
1. zim.
Trijstiriem AMD un CND katram laukums vienads ar pusi no paralelograma laukuma. Tapéc Sajos
vienlielajos trijstiros augstumi pret vienadam malam AM un CN ir vienadi sava starpa. Tapéc D

atrodas vienados attalumos no ZASC malam.

a) ja; var uzrakstit piecus skaitlus, kas dalas ar 6, un piecus skaitlus, kas dod atlikumu 1, dalot ar 6.

b) n€. Varam starp 11 skaitliem atrast divus skaitlus ar vienadu paritati; to summa dalas ar 2. Lidzigi
turpinot, varam atrast 5 dazadu skaitlu parus, katram no kuriem summa dalas ar 2. Apskatam §is 5
summas un aprékinam to atlikumus, dalot ar 3. Ja sastopami visi atlikumi 0; 1; 2, tad atbilstoSo
skaitlu summa dalas ar 3. Ja kads atlikums nav sastopams, tad kads no atlikumiem sastopams vismaz
3 reizes; atkal atbilstoSo skaitlu summa dalas ar 3.

Atliek ieverot, ka summa, kas dalas gan ar 2, gan ar 3, dalas ar 6.

a) var uzlikt 15 torpus; skat., piem., 2. Zim.
1]16]2
15141312
111101 9] 8
3141715
2. Zim.

b) ja uzliktu 16 tornus, tad tie biitu janovieto ar1 visas stiira riitinas. Bet to torni, kuru ievieto pedéja
stiira riitina, uzlikSanas bridi apdraud divi citi — pretruna.

Vispirms pieradisim, ka no summam a+b, b+c, c+d, d+e, eta ne vairak ka divas ir negativas (skat. 3.
zim.).
e a
d b
c 3. zim.

Ja ta nebiitu, tad atrastos divi blakus eso$i skaitlu pari, kuru summas ir negativas, pieméram, a+b<0
un ¢+d<0. Tad e=1-(a+b)-(c+d)>1 — pretruna. No minéta izriet: ja virkne
(*) atb, b+c, ct+d, d+e, eta
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ir divas negativas summas, tad tas Saja virkné atrodas blakus (uzskatam, ka a+b un e+a arf ir blakus).

Tapeéc (*) noteikti ir 3 péc kartas nemtas nenegativas summas. Varam piegemt, ka a+b>0, b+c=0,
c+d>0. Ja d+e<0, tad atb+c=1-(d+e)>0, un varam nemt x=a, y=b, z=c. Lidzigi analizé gadijjumu, ja
e+a<0. Ja turpreti visas summas no (*) ir nenegativas, tad art (a+b)+...+(e+a)>0 jeb 2(a+b+c+d+e)>0,
tatad at+b+c+d+e>0. Tad nevar but, ka visas summas a+b+c, b+c+d, ..., etatb ir negativas, jo to
summa ir 3(a+b+c+d+e). Ja, pieméram, atb+c>0, varam nemt x=a, y=b, z=c.

10.1.

10.2.

10.3.

Ievérojam, ka a+b+c-abc=a(1-bc)+b+c<1-bc+b+c. Mums pietiek pieradit, ka 1-bc+b+c<2. Bet $1
nevienadiba ekvivalenta ar 1-b-c+bc>0 jeb (1-b)(1-¢)=0, kas ir acimredzam:s.

1 1
Novelkam OMLAE,. Tad OM=5 OB=5 OE,, tapeéc £ZME,0=30° un ZE,OM=60°. Tapéec
ZAOE=60°-45°=15°. Skaidrs, ka ZE;OM=/E,0M=60°, tapéc ZAOE,=60°+45°=105°.

Ja viens no uzrakstitajiem pirmskaitliem bttu 2, tad citi blitu nepara; tapéc v.a. nebiitu vesels

skaitlis. Tapec 2 uz tafeles nav.

Apzimésim maksimalo uz tafeles esoSo pirmskaitli ar p. Skaidrs, ka p>27. Uzrakstisim uz tafeles

visus trikstoSos pirmskaitlus, kas mazaki par 27, un nodz€sisim visus uz tas esoSos pirmskaitlus,

kas lielaki par 27, iznemot p. No ta uz tafeles esoSo skaitlu v.a. samazinasies. Tapéc rezultata
3+5+7+11+139+17+19+23+p <97

No Sejienes p<145. Lielakais pirmskaitlis, kas neparsniedz 145, ir 139; tatad p<139.

Pirmskaitlis 139 var buit uzrakstits uz tafeles, uzrakstot tur, piem&ram, skaitlus 3; 5; 7; 11; 13; 17;

19; 29; 139; So skaitlu v.a. ir 27.

10.4. Ka redzams 5. zim., n=14 vél neder.

5. zim.

Pieradisim, ka n=15 der. Pienemsim, ka triju nokrasoto riitinu ar uzdevuma minéto pasibu nav.
Sauksim rindu/kolonnu par bagatu, ja taja ir vismaz 2 nokrasotas riitinas, un par nabagu pretéja
gadijuma.

Ja vai nu nav bagatu kolonnu, vai arl nav bagatu rindu, tad nokrasoto riitinu nav vairak par 8.
Pienemsim, ka ir gan bagata kolonna, gan bagata rinda; tad ne nabago kolonnu, ne nabago rindu nav
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vairak par 7. Skaidrs, ka katra nokrasota riitina ir vai nu nabaga rinda, vai nabaga kolonna, tatad to
nav vairak par 7+7=14.

10.5. Ja, var. Sadalam visas monétas 49 paros. Pirmaja svérSana salidzinam sava starpa 1.para mongétas.

A Svari nav lidzsvara. Tad viena monéta ir viltota, viena 1sta. Turpmak salidzinam So pari ar 2.,
3., ..., 49. pari. Katras sveérSanas rezultata uzzinam, vai kartgja pari ir 0, 1 vai 2 viltotas mongétas.
Kopa patéréjam 49 svérSanas.

B Svari ir lidzsvara. Turpmak salidzinam 1.pari péc kartas ar 2., 3., .... Jaatrodas tadam n, ka 1.para
masa vienada ar 2., 3., ..., (n-1)-2 para masu, bet atSkiras no n-ta para masas. Tad ar nakoSo svérSanu
salidzinam n-ta para monétas sava starpa. Abu péd&jo svérSanu rezultata zinam, cik viltoto un cik
isto monétu ir pirmajos n paros. levérojam, ka misu riciba ir arT vismaz viena garantéti ista un
vismaz viena garantéti viltota mon&ta no jau svertajam. Izveidojam no tam jaunu pari un talak
salidzinam to ar (n+l)-o, (n+2)-o0, ..., 49. pari (ja n#49). Kopa paterétas 1+(n-1)+1+(49-n)=50
sveérsanas.

11.1. (x+y)(1+xy)> 2@ -2./1-xy =4xy saskana ar nevienadibu starp vid&jo aritmétisko un vidgjo
geometrisko.

11.2. Pienemsim, ka a’+3ab+b*=n* Ta ka (3k+1)*=9k*+6k+1 un (3k+2)*=9k*+12k+4, secinam: ja ne a, ne
b nedalas ar 3, tad kreisa puse dod atlikumu 2, dalot ar 3. Bet n* vai nu dalas ar 3, vai dod atlikumu 1,
dalot ar 3; tapéc vai nu a, vai b dalas ar 3. Varam pienemt, ka a=3. Ieglstam b*+9b+9=n’, ko
parveidojam par 4b*+36b+36=4n%, (2b+9)*-45=(2n)* un (2b-2n+9)(2b+2n+9)=45. Ta ka b un n —
naturali skaitli, tad vai nu 2b-2n+9=1 un 2b+2n+9=45 (tad b=7, n=11), vai 2b-2n+9=3 un
2b+2n+9=15 (tad b=0 — neder), vai arT 2b-2n+9=5 un 2b+2n+9=9 (tad b<0 — neder). Tatad a=3, b=7.
Simetrijas pec der arT atbilde a=7, b=3.

11.3.

6. zim.
Punkts O atrodas ABC iekSpusé. No ievilktu/centra lepku ipasSibam ZAOB=2/C, tapéc no
vienadsanu AAOB ZOAB=90°-ZC. Ap CEFB var apvilkt rinka Itniju (jo ZCEB=ZCFB=90°),
tapec ZAFE=180°-ZEFB=ZC. No ta seko, ka ZAZF=90°.

11.4. Ja mainigos x, y, z cikliski maina vietam, sistéma nemainas. Tatad: ja (p, q, r) ir tas atrisinajums, tad
ar1 (r, p, q) un (q, r, p) ir atrisinajumi. Tatad, lai sist€mai butu tikai viens atrisinajums, jabut p=g=r,
t.i., més varam risinat vienadojumu x*-2ax+1=0. Tam ir viens atrisindjums, ja a=*1.
Tagad japarbauda, vai §is vertibas tieSam der. Apskatam a=1. Saskaitot visus vienadojumus,
ieglistam

(x-1)"+(y-1)*+(z-1)*=0,

no kurienes x=y=z=1; parbaude parada, ka tas tieSam ir atrisinajums. Tatad a=1 der. Lidzigi pierada,
ka der a=-1.

11.5. Ja, var. Izmantosim matematisko indukciju pec k.
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Baze k=4. Apskatam 4 $kivjus, uz kuriem kopa atrodas visas konfektes. Parveidojumu virkne

(1) 1) 1) 1)9 (3’ 1) O) O)9 (2’ O) 2) O)9 (1’ O) 1) 2)9 (O’ O) O) 4)

ietver sevi visus principiali dazados konfeksu sadalijumus un parada, ka mérkis ir sasniedzams.
Pienemsim, ka apgalvojums pieradits patvaligam n>4 un kop€&jam konfekSu skaitam 4, 5, ..., m.
Apskatam m+1 konfekti. Vispirms ignoréjam vienu konfekti un savacam par€jas uz skivja S. Ja
ignoréta konfekte art ir uz S, viss kartiba. Pretgja gadijuma mums ir §kivis ar m konfektém, Skivis ar 1
konfekti un vél vismaz 2 tuksi skivji. Mérkis sasniedzams $adi:

(1, m, 0, 0)= (0, m-1, 2, 0)— (0, m-2, 1, 2)—> (2, m-3, 0, 2)— (1, m-1, 0, 1)= (0, m+1, 0, 0).

12.1. Apzim&sim lenkus, ko OA un OB veido ar Ox ass pozitivo virzienu, attiecigi ar o un 3. Apskatamo

cosa + cos 3

12.2.

12.3.

12.4.

trapeCu laukumu summa ir

sino +sin . . .
7B-(cos[3 —cosa )=cos B sina — cosasin B =sin(o — B )

5 -(sinoc—sinB)+
Lenkis a - B ir centra lenkis lokam, ko savelk horda AB. Hordas garumam nemainoties, nemainas
ar1 loka lenkiskais lielums. No Sejienes seko uzdevuma apgalvojums.

Ievérojam, ka uz 3 jautajumiem ir 8 dazadas atbilzu “ja” un “n€” kombinacijas. Ta ka pie n = 9
jaskiro 9 situacijas, prasitais nav panakams. Pie n = 8 Andris var noskaidrot iedomato skaitli, ka tas
redzams sekojosa tabula.

X
A 1 345|678
L2,7.8  + [+ -T-T-T-T+1+
,3,6,8] + | - [+ -1 -+ -+
L4.67  + -] -1+ -]+]+1]-

Vienigais daudzskaldnis ar 4 skaldném (tetraedrs) neapmierina uzdevuma prasibas. Apskatam
daudzskaldnus ar >5 skaldn€m. Vienai skaldnei jabiit >5 malam, tatad Sai skaldnei ir vismaz 5
kaiminu skaldnes, un kopa skaldnu ir >6. Tapéc ir vismaz 2 skaldnes, katra ar >5 malam. STm
skaldném ir ne vairak ka 2 kopigas virsotnes; tapéc virsotnu vispar ir >8. Daudzskaldni ar 8
virsotném skat. 7.zim.

7. zZim.
Piemeérs 0; 2; 3; 4; 6 parada, ka var biit n = 5. Pieradisim, ka n> 6 nav iesp&jams.

Apskatamas skaitlu kopas paSibas saglabajas, ja tiem visiem pieskaita vienu un to pasu konstanti
vai visus reizina ar vienu un to pasu nenulles skaitli. Tap&c varam pienemt, ka mazakais skaitlis ir 0,

bet lielakais 1. Tad viens no skaitliem noteikti ir 5 Apzimesim ar A to uzrakstito skaitlu kopu, kas
: 1 . . . _ . o 2 .
1r starp 5 un 1. Pienemsim no pret&ja, ka A satur kadu skaitli, kas atSkiras no 3 Apzimesim ar a

to no Sadiem A elementiem, kas ir vistuvakais skaitlim 3
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1 e . . a a 1 o
Ta ka a>5 , tad no skaitliem 0 un a iegiistam, ka jabuit uzrakstitam ari 5 un 5 <5 . No skaitliem

1 +2 1
% un 1 ieglistam, ka jabit uzrakstitam ari b = 2(;+ lj . 1 Ieveérojam, ka b>§ un

1

4

2

a—g , kas ir pretruna ar a izveli. Tatad kopa A satur augstakais vienu

4 3

b_2 =
3

a+2 2

1
skaitli. L1dzigi pierada, ka uzrakstits augstakais viens skaitlis starp 0 un 5 Vajadzigais pieradits.

12.5. Taka 2- (3a + 2b)2 - (4a + 3b)2 =2a% —b?, tad katram naturalam n pastav vienadiba
2 .2 2 42
2-X, -y, =2-3"-4"=2.
Lai uzdevums butu atrisinats, japierada, ka vienadojumam 7x?2 _ ,® — 7 nav atrisinajuma naturalos

skaitlos (te y = Z°).

. -1 x+1
Ja 242 _,6 _9, tad z = 2t un 2x2 —64t° =2, x2 —32t% =1, no kurienes X2-X2 :(2t)3.

-1
Skaidrs, ka x jabiit nepara skaitlim. Apziméjot XTzu, ieglistam u(u+1):(2t)3- Ta ka

LKD(u,u+1)=1, gan u, gan u+1 jabit naturalu skaitlu kubiem. Bet nav tadu divu naturalu skaitlu
kubu, kuru starpiba ir 1.
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