Isi atrisinajumi Latvijas 59. matematikas olimpiade

9.1.

. 1
Saskapa ar Vjeta teor&mu ‘xf —X§‘=1<:>|(Xl—x2)(xl+xz)|=1<:>|X1—x2|=1<:> ZW/Z_a =l<a=0,

ka ari ‘xf —xg‘ :l<:>‘(xl — X, ) (X2 + X, X, +x22)‘ :1<::>‘\/1—4a((x1 +X,)? —x1x21:1<:>

<:>\/1—4a|1—a| =1l<4a’®-9a’+6a=0<a=0.

9.2.

Atbilde: trs skaitli.

Risinajums: triju skaitlu piemers ir 33=3-11, 34=2.17, 35=5-7. No cetriem p&c kartas pemtiem
naturaliem skaitliem viens dalas ar 4; ja tas pats nav 4, tad tas nav vienkarss. Tiesi parbaudot Cetru
péc kartas nemtu skaitlu komplektus, kas satur ,,4”, redzam, ka neviens no tiem neder.

9.3. Atbilde: k=8.
Krasojumu ar 8 krasam skat. 1. zZim. 1123
Paradisim, ka ar 7 krasam nepietiek. 121314156
.. _ e . _ 4|5/6]7[8]1[2]3
Viegli saprast, ka 2.. zim. ritipds 1+7 visam krasam  [77gT1121314(56 1573
jabut dazadam, un izvairities no 8. krasas var tikai, 4]5|6]7/8]1]2]3 4[5[6E]
krasojot A krasa 3 un B — krasa 1. CenSoties talak 718]112[3]4/5/6 Al7(B
izvairities no 8. krasas, pakapeniski ieglistam C=2 un |- ‘7‘ g i ; g clp
D=4. Bet tad rutinai E nav piem@rotas krasas. = 41516 2 Zim.
e 718
1. zZim.
) . . ) 1
9.4. No viduslmiju 1pasSibam trijsturi AHB iegiistam NM =§HB un C
1 ) ) ) )
KM = EAH ; ta ka mediana pret hipoteniizu ir puse no hipoteniizas,
1 1 &
tad BlN:EAH:MK un AlK:EHB:MN, ka ari
1
A M =%AB =B,M. Pielietojam pazimi mmm. K
B
A M
3. zim.

9.5.

a) pienemsim, ka A nosléguma ir visvairak uzvaru. Nemsim jebkuru citu tenisistu B. Ja A uzvargjis
B, tad A ir specigaks par B. Ja A zaudgjis pret B, tad nevar but, ka nav tada C, ka A—C—B; ja tada
C nebitu, tad B butu vairak uzvaru neka A (uzvaras pret visiem tiem, pret ko uzvargjis A, un vél
uzvara savstarpéja spelé ar A.)

b) pienemsim, ka turnira nosléguma ir 2 ¢empioni A un B, un to savstarpgja spele uzvargjis A.
Aplikosim visus tos spéletajus, pret kuriem A ir zaudgjis (tadiem jabut, jo citadi B nevar bt
Gempions). So spéletaju ,,apaksturnira” Gempions ir ari visa turnira empions (tie$a parbaude). Tatad,
ja turnira ir 2 ¢empioni, tad ir ar tresais.
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Isi atrisinajumi Latvijas 59. matematikas olimpiade

10.1. Viegli redzet, ka ANCP un BMAP ir rombi, tapec nogriezni NC un MB
ir vienadi un paral€li. No ta seko vajadzigais.
N

)
=

4. 7im.

10.2. Pastav divas iespgjas:
a) apskatamie skaitli ir 3K+1,3k+2;3k+4;3k+5;...;3k+3n—2;3k+3n—1. To summa ir

(6k +3) + (6k +9) +...+ (6k + 6n —3) :2(6k+3+6k+6n—3)=3n(2k+n), tatad n(2k + n) =100.

Abi reizinataji ir ar vienadu paritati, tatad para skaitli. Apskatot, ka 100 var sadalit reizinatajos,
iegiistam n =2 vai n=10; attiecigi k =24 vai k=0.

b) apskatamie skaitli ir 3k+2;3k+4;3k+5;3k+5;...; 3k +3n—2; 3k +3n—1; 3k +3n+1. To summa
parsniedz a) summu par (3k+3n+1)—(3k+1) =3n, tatad ir 3n(2k +n)+3n=3n(2k +n+1).
Tegiistam n(n+ 2k +1) =100. Soreiz n un (n+2k +1) ir dazadas paritates, un otrais reizinatajs ir
liclaks. legtistam iespéjas N=1, k=49, n=4,k=10;, n=5k=7.

10.3. Sespadsmit skaitlu gadijuma Andris ar 5 jautajumiem tos visus nevar aptvert. Ar 6 jautajumiem
a,8,8,; 8,8,85; &,84a,; A384a,,; A,A,,8,5; 8,,8,58,5, sareizinot iegitas atbildes, Andris sasniedz
meérki.

Septinpadsmit  skaitlu  gadijuma  Andris sasniedz meérki ar 7  jautajumiem
alaZaS; ala2a4; a‘laZa‘S; a'6a7a'8; a9a10all; a12a'13a14; a15a16a17'

10.4. Taka |a+b| <|a|+|b
ar vienadu zimi; attiecigais saskaitamais ir 1, tatad S>1. Ja x=y=z=1, tad S=3; ja
x=y=12z=-1, tad S=1. Pienemsim, ka l<a<3. Viegli parbaudit, ka pic x=1 un

, tad neviens saskaitamais neparsniedz 1, un S < 3. Divi no skaitliem X; y; z ir

y=2= ieglistam S =a. Tatad S vértibu apgabals ir [l; 3].

a+1

10.5. Ta ka ZMBX=45°=/MCX, tad punkti B; C; M; X atrodas uz vienas B

ripka linijas. Ta ka ZBCM=90°, tad £ BXM=180° - 90° = 90°. Tatad Y
MX ir ANBM augstums. Lidzigi pierada, ka NY ar1 r ANBM M
augstums. Tatad O ir ANBM augstumu krustpunkts, no ka seko (@)
vajadzigais. X
A N D
5. zim.
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Isi atrisinajumi Latvijas 59. matematikas olimpiade

11.1. Atbilde: 3.
Atrisinajums: progresijas ar 3 locekliem ir, pieméram, 1; 2; 3 vai 2; 5; 8. Piepemsim, ka
progresijas pirmie divi locekli ir f, =a un f =1f +d=a+d>d. leverosim, ka f_,, > f_  un
fo.,="f, +f ,>f +d. Tatad tresais progresijas loceklis var but tikai f . ; tad jau nakosais

Fibonadi skaitlis f ., =f ., + f > f ., +dir parak liels, lai ietilptu miisu progresija. Tatad vairak

m+1

par 3 locekliem nevar bit.

11.2. Taka 3® —3 =24, tad meklgjamais d nevar biit lielaks par 24. Pieradisim, ka visi apskatamie skaitli
dalas ar  24; tad  bis pieradits, ka d=24. Pie nepara n=2k+1
n"—n=n(n**-1)=nn*-)(M*?+...+n*+D) =(n-Dn(n+1)-Q, Q — vesels skaitlis. Skaitli n-1
un n+1 ir viens otram sekojoSi para skaitli; tapec to reizinajums dalas ar 8. Viens no skaitliem n—1; n;
n+1; dalas ar 3. Ta ka LKD(3; 8)=1, tad (n—-1)n(n+1) dalas ar 24.

11.3. Atnemot pirmo vienadojumu no otra, iegiistam
(¢ =y =(x*-y*) = (x-y)
(x— y)(x2 +XY+YE—X— y+1): 0

1
ooy + -0+ (v -2 =0
Acimredzami kvadratiekava nav 0, tapéc ieglistam X = y . Talak seko vienadojums x® —x* —x =0,

5
=

no kurienes x, =y, =0; X,; =Y,, :%i

11.4. Apskatisim visas Andra izvéleto skaitlu starpibas, no lielaka skaitla atnemot mazaku. Sadu starpibu
pavisam ir 45. Ta ka tas ir robezas no 1 lidz 36 , starp tam ir divas vienadas. Pienemsim, ka tas ir a—
b un c—d, kur a>c. Ja visi skaitli a; b; ¢; d ir dazadi, tad no a—b=c-d seko a+d=b+c, un Maija var
izveleties a; b; c¢; d. Atliek gadijums, kad b=c. Analiz€sim sikak apskatamo 45 starpibu sistemu.
Pastav divas iespéjas.
A. Starp tam ir 3 vienadas; varam pienemt, ka a—b=c—-d=e—f, kur a>c>e. Ja b#c vai d+#e, rikojamies
ka iepriekS. Ja biitu b=c un d=e, tad nevar but b=e; tada gadijuma iznaktu c=b=e=d un c-d=0 —
pretruna. Tapéc vajadzigos skait]us ieglistam no vienadibas a—b=e—f <> a+f=b+e.
B. Starp 45 starpibam nav triju vienadu; tad ir 9 pari vienadu starpibu. Ja divi no Siem pariem ir
a—b=b—c un e-b=b—f (ar vienu un to pasu b), tad

o —o—o
c f b a
6. Zim.

a—e=f—c, un més iegiistam a+c=e+f. Ja katram vienado starpibu parim ir cits b, tad iznak 9 dazadi b,
bet tas nevar biit, jo b nav ne mazakais, ne lielakais no Andra izveéletajiem 10 skaitliem.
Visas iesp€jas izanalizetas.
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115.Ja X un Y ir attiecigi AABDun AABC iecentri, tad

ZAYB =180°—%(LBAC+4ABC):900+%4ACB un  lidzigi

ZAXB =90° +%4ADB . Ta ka ZACB = ZADB, tad

ZAYB = ZAXB . Tatad punkti A, X, Y, B atrodas uz vienas rinka
linijas, tatad ZXYB =180°—%4DAB. Ja Z ir ABCD iecentrs, tad
1

lidzigi ieglistam ZZYB =180°—§4DCB . Tapec .
ZXYZ =360°-£XYB - ZZYB = %(ADAB +/DCB)= % -180°=90°.
L1dzigi pierada, ka arf citi vajadzigie lenki ir taisni.
12.1. Skaidrs, ka X, +Vy, =X, + Y, =...=X, + Y, =11 un X, +...+ X, =Y, +...+Y,, (katra spele viens
uzvar un viens zaudg). Tapec Y, +...+y, =12-11. 1 un

X4 X =A1-y,) +. 4+ (11-y,) =12112-22(y, + Y, +...+ Y, )+ (Vi +...+ Y5) =

=121-12—22~12-11-%+(y12 Fo Y=Y+ 4y, Kby,

12.2.

Ja Katrinas uzrakstitais skaitlis ir abc=100a+10b+cC , tad visu seSu no cipariem a; b; ¢
izveidojamo skaitlu summa ir 222(a+b+c), bet Maijas uzrakstito skaitlu summa ir
122a+212b+221c=5(a+b+c)+9(13a+23p+24c). Ta ka 3434=5(mod9), tad arl
5(@+b+c)=5(mod9). No Sejienes seko, ka a+b+c=1(mod9). Ta ka 6<a+b+c <24, tad
a+b+c=10 vai a+b+c=19.

Ja a+b+c=10, tad n=222-10-3434<0 - pretruna. Ja a+b+c=19, tad
n=222-19-3434=784. Tas ar1 apmierina visas uzdevuma prasibas.

12.3.

Atliekam uz BC pagarinagjuma CG=AE. Tad F C
ADAE =ADCG,  tipéc  /ADE=,CDG;  titad B " +—9 G
</EDG =90°. Ap DPFC wvar apvilkt ripka Iiniju
(£P+£C =180°), tapec «LPDF =_/PCF =45°. Tapéc
/ZFDG =90°—-45°=45°. legiistam, ka AEDF =AGDF
(mlIm), tatad EF = GF =GC + CF = AE +CF , k.b.j. e
+ /P
A ¢ D
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12.4. Pieradisim, ka tada vardnicu sist€ma iesp&jama jebkuram nepara skaitam valodu n, n>3.
Baze. Pie n=3 rikojamies, ka redzams 9. zim.
Induktiva pareja. Pienemsim, ka k valodam vardnicu shéma ietverta apgabala Q (10. zim.)

Pievienojot vél 2 valodas A un B, izveidojam shému, kas redzama 11. zim.:

e ievieSam vardnicas, kas lauj tulkot no A uz katru no iepriek$€jam k valodam;
ievieSam vardnicas, kas lauj tulkot no katras no ieprieks€jam k valodam uz B;
e ievieSam vardnicu, kas lauj tulkot no B uz A.

To, ka papildinata vardnicu sistéma apmierina uzdevuma prasibas k+2 valodam, parbauda tiesi,
apskatot visas iesp&jas. Uzdevums atrisinats.

9. zZim. 10. zZim. 11. zZim.

12.5. Vienadojums parveidojas par x* + x® —2x* —6ax—4a* =0.
Parrakstisim to forma 4a® +6xa—Xx* —x® +2x* =0 un apskatisim ka vienadojumu attieciba uz a

ar parametru X. Viegli ieglistam a, = —%XZ —X un a,= 1y —%x. Tapéc sakotngjais

vienadojums parveidojas par (Xx°+2x+2a)(x* —x—2a)=0. No Sejienes x=-1F+/1-2a, ja

1 _ 1_ /1 . 1 1 1_ /1 . 1
a<-—; x=-1F+J1-2a un x=—F,/—+2a,ja ——<a<s—; x=—F,/[—+2a,jaa>—.
8 2 4 8 2 2 4 2
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