,Profesora Ciparina kluba” 1. nodarbiba 2007./2008. macibu gada
Uzdevumu atrisinajumi.

1. Skat., piem., 1.zZim.
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1.zim.

Komentars. levérosim, ka ar7 visu ierakstito skaitlu summa ir 1. Interesanti biitu
noskaidrot jautajumu: kadiem veseliem skaitliem @ un b iesp€jams panakt, ka katra
no 3 riitindm sastavosa taisnstlrl ierakstito skaitlu summa ir a, bet visu ierakstito
skaitlu summa ir 5?

2. Pagarinam taisnstiru malas Iidz krustpunktiem ar kvadrata malam. Tad viss
kvadrats sadalas taisnstiiros. Katram taisnstlirim pretgjas malas ir vienadas.
Apzimgjot tumsi iekrasoto nogrieznu garumus metros ar a; b; c¢; d, iegiistam ainu,
kas paradita 2.zim.
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2.Z1m.

Taisnstiira X apaks€ja horizontala mala vienada ar ta aug$€jo horizontalo malu,
tapéc tas garums ir 5—a—c. Lidzigi ieglstam, ka taisnstiira Z kreisas malas
garums ir 5—d —b. Tatad taisnstirim Y vienas horizontalas malas garums ir
S5—a-c, bet vienas vertikalas malas garums ir 5—d —b. Ta ka taisnstiirim Y
pretéjas malas ir pa pariem vienadas, tad Y visu malu garumu summa ir
S=(5-a-c)+(5-d-b)+(5-a—c)+(5-d—b)=20-2(a+b+c+d). Saskana
ar uzdevuma doto a+b+c+d =6.Tapec §=20-2-6=20-12=8.

Tada situacija patieSam ir iesp&jama, ja, pieméram, a=b=c=d = 1% . (Tad
vidgjais taisnstiris sanak kvadrats.) Protams, ir iesp&jami ar1 daudzi citi gadijumi.
3. Atbilde: jebkura skaita dalu no 3 lidz 10 ieskaitot.

Risinajums: Vispirms paradisim, ka min&tas veértibas ir iesp&jamas. To var redzét
3.zim.
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3.zim.

Tagad pieradisim, ka citads dalu skaits nevar bit.

Skaidrs, ka nevar but viena dala, jo gan rinka Iinija, gan kvadrata kontiirs katrs
atseviSki sadala plakni divas dalas. Nevar biit ar1 tikai divas dalas: rinka linija
sadala plakni 2 dalas, un kvadrata kontiira uzzimé&Sana neraditu jaunas dalas tikai
tad, ja tas sakristu ar rinka liniju, bet ta nevar bit.

Padomasim, vai var€tu rasties vairak par 10 daJam.

Skirosim visas iespéjas.

A. Ja rinkim un kvadratam nav kopigu ieks€ju punktu, tad acimredzot ir tikai 3
dalas.

B. Ja rinkim un kvadratam ir kopgji ieks€ji punkti, tad tie visi veido vienu plaknes
dalu. Otru dalu veido tie plaknes punkti, kas ir gan arpus kvadrata, gan arpus rigka.
Atliek noskaidrot, cik, vislielakais, var but rinka dalu, kas ir arpus kvadrata, un
kvadrata dalu, kas ir arpus rinka.

Katra kvadrata mala veido augstakais vienu hordu, tapec izveidojas ne vairak par 4
hordam. Katra horda atSkel no rinpka augstakais vienu dalu, un $§im dalam nav
kopigu ieksgju punktu. Tapéc ir ne vairak par 4 rinka dalam, kas ir arpus kvadrata.
Pie katras kvadrata malas var veidoties ne vairak ka divas kvadrata dalas, kas
atrodas arpus rinka (pret€ja gadijuma kvadrata malai jabit vairak neka 2 kopigiem
punktiem ar rigka liniju, bet tas nevar biit). Tatad kopa ir ne vairak ka 4-2 =38
Sadas veidoSanas. Ta ka katra kvadrata dala, kas ir arpus rinka, veidojas pie divam

kvadrata malam, tad sadu dalu nav vairak ka % =4,
Tatad kopgjais dalu skaits neparsniedz 1 +1+4+4 =10, k.b.j.
4. Atbilde: a) ja, b) ne.

Risinajums. a) skat., piem., 4.zZim. Viegli parbaudit, ka katru divu pretgjo skaitlu
summa ir 502, tap&c visu skaitlu summa ir 502 -4 = 2008.
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b) ja divi veseli skaitli viens no otra atSkiras par 1, tad viens no tiem ir para, bet
otrs — nepara. Tapéc Cetros grozos biitu jabiit para skaitam, bet Cetros — nepara
skaitam abolu. Bet Cetru para un cetru nepara skaitlu summa ir para skaitlis, kas
nevar bt 2007.

. levérosim, ka VAUVAURRR =VAUVAUO000+ RRR (pirma saskaitama 3 p&dgjie
cipari ir nulles) = VAUVAU -1000 + RRR . Summa VAUVAURRR dalas ar 56, tatad
ar1 ar 8 (jo 56 =8-7). Saskaitamais VAUVAU -1000 dalas ar 8, jo 1000 =125-8
dalas ar 8. Tapec ar otram saskaitamajam RRR jadalas ar 8.

Ievérojam, ka RRR = R-111. Reizinatajs 111 ir nepara skaitlis, tapéc daliSanos ar
8 neietekme; tapéc R jadalas ar 8. Tatad pastav tikai divas iespgjas:
R=8vaiR=0.

Talak ieveérosim, ka KRAA=KR-100+ A4-11. Mg@s jau ieguvam, ka R =8 vai
R =0. Tapéc KR ir para skaitlis, un KR dalas ar 2. Tapeéc KR -100dalas ar 8. Ta ka
gan KRAA, gan KR -100 dalas ar 8, tad Iidzigi ka ieprieks ieglistam, ka A4 dalas ar
8;tapec A=8 vai A=0.

Ta ka burti R un 4 apzimé dazadus ciparus, tad uzdevuma minétaja situacija nav
iesp&jama, ja ne A, ne R nedrikst biit 0. Ja ciparu 0 var izmantot, tad viegli
ieglstam, pieméram, iesp&ju VAUVAURRR = 381381000 un KRAA = 5088.

. leveérosim, ka 4 rutinu virsotnes var veidot ar1 ,,slipi” novietotu kvadratu (skat.,
piem., 5.zim.).

5.zim.
Pamatosim, pieméram, ka ABCD ir kvadrats. lesvitrotie taisnlepka trijsturi ir
vienadi (pazime kk), tatad 4B = BC = CD = DA . Talak ZDAB iegiistam, no 180"
atnemot  taisnlenka  trijstira  divu  Sauro  lenku = summu;  tapéc
ZDAB =90° .Vajadzigais pieradits: Getrstiiris, kam visas malas vienadas un viens
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lenkis taisns, ir kvadrats. Citu ,,slipi novietotu” kvadratu gadijumos pieradijums ir
analogisks.
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6.zIm. 7.z1im.
Uzdevuma prasito var sasniegt ar 6 virsotnu nodz€Sanu (skat. 6.zim.);
parliecinieties par to patstavigi.
Ja m@s gribetu iztikt ar 5 virsotnu nodz&Sanu, tad katra no 7.zZim. redzamajiem 5
kvadratiem janodzes tieSi viema virsotne. Varam piepemt, ka centralaja kvadrata
nodzesta virsotne 4. Tad B; C; D netiek nodzestas. Lai ,,atbrivotos” no kvadrata
BDEF, janodze$ vismaz viena no virsotném E un F; varam pienemt, ka F tiek
nodz@sta.
Tad G, H, J netiek nodzestas. Lai ,,atbrivotos” no kvadrata DCEK, janodzes vismaz
viena no virsotnem E un K; tatad ne L, ne M, netiek nodz&stas. legiistam 8.zim.
(Seit un turpmak ar apliSiem tiek apvilktas tas virsotnes, kas noteikti netiek
nodzgstas).

8.zim.
Lai atbrivotos no kvadrata MJNO, janodzes vai nu N, vai O (apzim&jumus skat.
7.zim.). Apskatam abas iespgjas.
I Pienemsim, ka nodzests N. Tad P, R, S nav nodzesti. Kvadrata SBDT dg]
janodzes T; tapec V, Z, O nav nodzesti. leglistam 9.zim. att€loto ainu:
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9.zim.
Tagad kvadrata RHMZ nav nodz€sta neviena virsotne — pretruna.

II Pienemsim, ka nodzests O. Tad Z, V, T nav nodzesti. Kvadrata SBDT d¢]
janodzes S; tad R, P, N nav nodzesti. legiistam pretrunu ka ieprieks€ja gadijuma

(skat. 10.ztm).
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10.zim.
Tatad, nodz€Sot tikai 5 virsotnes, uzdevuma prasibas nav izpildamas. Tatad
mazakais nodz€Samo virsotnu skaits ir 6.

7. Atbilde: ne, nevar.
Risinajums. [edomasimies, ka tas izdarits, un apskatisim 420 p&c kartas iestaditus
kokus. Ta ka 420=3-140, varam tos sadalit 140 grupas pa trim p&c kartas
iestaditiem kokiem katra. Ta ka katra grupa jabit vismaz vienam bérzam, tad
vismaz 140 no Siem kokiem jabut bérziem.

Lidzigi iegustam, ka no Siem kokiem vismaz %= 105 jabut klavam, vismaz

420 =84 - ozoliem, vismaz % =70 - liepam un vismaz % =60 - eglem. Bet
140 +105+84 +70+ 60 = 459 > 420. legiita pretruna, tatad uzdevuma prasitais
nav iespgjams.

8. Atbilde: ne, nevar.
Risinajums. Piepemsim, ka ta tomér noticis. Pieradisim, ka tada gadijuma
katram draugam beigas biitu vismaz 4 aboli. Ja tas bus pieradits, tad no
nosacijuma, ka visiem draugiem beigas bija atSkirigi abolu daudzumi, sekos, ka
kopa visiem draugiem beigas ir vismaz 4+5+6+ 7 +8+9 =39 aboli (saskaitijam
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mazakos iesp&jamos 6 dazadus naturalus skaitlus, kas nav mazaki par 4). Bet
draugiem sakuma bija 6 x6 =36 aboli. Ta ka 39 > 36, iegiita pretruna, tatad musu
pienémums bijis nepareizs.

Atliek pieradit augstak izcelto apgalvojumu.

TieSam, ja kadam draugam beigas bija ne vairak par 3 aboliem, tad vismaz
6 — 3 abolus vins$ ir uzdavinajis citiem. Bet ta ir pretruna ar miisu pienémumu, ka
ar1 Sis draugs uzdavinajis citiem mazak abolu, neka vinam bija beigas. Tatad tada
drauga nav.

9. Uzdevuma nosacijumos ietverto formul&jumu ,,datumi atSkiras ne vairak ka par 2
nedélam” var saprast divgjadi (tas nav matematisks jédziens un nav precizi definéts
neviena macibu gramata). Ja m&s uzskatam, ka, piem&ram, datumi ,,31.decembris”
un ,,1.janvaris” atSkiras viens no otra par 1 dienu, tad uzdevuma risinajums varétu
biit $ads.

Pienemsim no pretéja, ka katriem diviem no minétajiem 25 skoleniem dzimsanas
dienu datumi atskiras viens no otra vairak ka par 2 nedelam. Tas nozimé, ka visas
25 dzimSanas dienas ir dazadas un starp katram divam viena otrai sekojosam
dzimsanas dienam ir vismaz 14 citas dienas. Attelojot visas gada dienas uz apla ar
366 (vai 365) punktiem, iegistam: uz apla jabit 25 punktiem, kas attélotu
dzimsanas dienas, un vél vismaz 14 punktiem katrd no intervaliem starp divam
dzimsanas dienam; tatad kopd uz apla jabut vismaz 25+ 14-25 =375 punktam —
pretruna. Tatad misu pienémums ir nepareizs, un uzdevumda minéta situacija nav
iespejama.

Ja turprett més uzskatam, ka atSkiribas starp datumiem jaapskata viena un ta pasa
kalendara gada ietvaros (un tatad 1.janvaris no 31.decembra atSkiras par 364 vai
365 dienam), tad uzdevuma apgalvojums ir nepareizs. Var gadities, ka klases
skoléni dzimusi gada 1., 16., 31., 46., ... diena; tad katriem diviem no viniem
dzim$anas dienu datumi atSkiras viens no otra vismaz par 15 dienam, t.i., vairak
neka par 2 nedélam.

Mums japamato, kapec miisu pieméra minétaja veida izdosies gada izvietot 25
skolénus. To var pamatot vismaz divos dazados veidos:

a) izrakstot visus 25 iedomatos dzimSanas dienu kartas numurus gada dienu
saraksta:

1, 16, 31, 36, 61, 76, 91, 106, 121, 136, 151, 166, 181, 196, 211, 226, 241, 256,
271, 286, 301, 316, 331, 346, 361

b) aprékinot uzreiz pedeja skoléna domajamo dzimSanas dienas kartas numuru
gada dienu saraksta. Ta ka pavisam ir 25 kartas numuri un katrs nakosais ir par 15
lielaks  neka  iepriek$gjais, tad  p€déjam  numuram  butu  jabut
1+15+15+...+15=1+15-24=1+360=361.

24 reizes

Taka 361 <365, tas ir iesp&jams.

10. Atbilde: masas maja jacel bralu maju veidota vienadmalu trijstiira centra.
Pieradijums. Apzim&sim braJu majas ar 4, B un C, trijstira ABC centru — ar M.
Pieradisim: ja punkts P nesakrit ar M, tad

PA + PB + PC +>MA + MB + MC *)
Skirosim vairakus gadijumus atkariba no P atrasanas vietas.
I Punkts P un A4ABC atrodas dazadas pusés kadai no taisném 4B, BC, CA
(skat., piem., 11. zZim.)
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11.zim.
Konstrugjam punktus P;, X, Y, ka paradits 11.zZim&juma. Ta ka vienadmalu trijstiir
augstums ir arT mediana, tad AX = XC. Un, ta ka slipne garaka par tas projekciju,
iegiistam nevienadibas PA> P A (1)un PC>PFC (2).
Ta ka trijsturt BP;P lenkis BP,P ir plats, tad PB> FB (3). Saskaitot (1), (2) un
(3), iegtistam
PA+PB+PC>FPA+PB+PC (4)
II Punkts P atrodas uz kadas no taisnem 4B, BC, CA, bet nav atbilstosas malas
punkts (skat., piem., 12.zim.)
B

e —
12.zim.

Acimredzami PA+ PC > AC = XA+ XC (5)un PB > XB (6). Saskaitot (5) un
(6), ieglistam

PA+ PB+ PC > XA+ XB+ XC (7)

III Punkts P pieder kadai no malam AB, BC, CA; varam pienemt, ka P pieder
malai AC. Ja X ir AC viduspunkts, tad PA+ PC = AC = X4+ XC (8) un
PB>XB (9), turklat nevienadiba (9) parvérsas par vienadibu tad un tikai tad, ja
P sakrit ar X. Saskaitot (8) un (9), iegiistam

PA+PB+PC>XA+XB+XC=AC+ XB (10), skat.13.zim.
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13.zim.
No I, II, I1I seko: ja P nav trijstiira ABC 1ek$gjs punkts, tad summa PA+ PB + PC
nav mazaka par kadas trijstira malas un pret to novilkta augstuma garumu summu.
Ta ka vienadmalu trijstiirT visas malas vienadas sava starpa un visi augstumi — arf,
tad secinam, ka sadiem punktiem P pastav nevienadiba
PA+PB+PC>a+h (11),

kur a - AABC malas garums, /4 — ta augstuma garums.

1.lemma Ja A4ABC ir regulars un M — ta centrs, tad MA+ MB+MC <a+h (a
- AABC malas garums, 4 — ta augstuma garums).

B

oy T
14.zim.
No vienadmalu trijstira 1pasSibam zinams, ka MA = MB = MC, M atrodas uz BX,
MX 1 AC un ZMCX =30°. Vienadmalu trijstirT augstums ir arT mediana, bet

centrs ir medianu krustpunkts. No medianu ipasibam seko, ka 42 =3-MX un

MX :%MB. Ta ka taisnlenka trijstirt MXC Saurais lenkis C ir 30° liels, tad

MX = EM C. Nemot to visu véra, lemmas apgalvojumu var pierakstit ka
3-MA< AC+3-MX jeb
3-MA<AC+%MA, jeb

%MA < AC, jeb
%MB < AB (jo MB = MA un AB = AC), jeb
BX < 4B,

kas ir acimredzams, jo taisnlepka trijstiri AXB hipoteniiza garaka par kateti.
Lemma pieradita.

No lemmas un no (11) seko: ja P nav AABC ieksgjs punkts, tad (*) ir speka.

Atliek pieradit (*) AABC iek$€jiem punktiem P, kas nesakrit ar M.
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2.Jlemma Ja punkts P atrodas AABC iekSpusé un nesakrit ar ta centru M, tad
vismaz viens no lenkiem APB, BPC, CPA nav 120° liels.
Pieradijums. Ievérojam, ka ZAMB = /BMC =/ZCMA=120°. Pastav divas
iespgjas:
1) punkts P pieder kadam no nogriezniem MA, MB, MC (varam pienemt, ka
MA; skat.15.z21m.),
2) punkts P nepieder MA, MB, MC. Tad tas ir ieks€js punkts vienam no

trijstiriem AMB, BMC, CMA (varam pienemt, ka AMB; skat. 16.zim.).
B B

P
A C A C

15.zim. 16.zim.
Pirmaja gadifjuma, izmantojot APMB argja lenka T1pasibu, ieglstam
ZAPB = Z/BPM + ZBMP > /BMP = ZBMA =120°.
Otraja gadijuma no ABMP un AAMP arjo lepku IpaSibam Ilidzigi iegustam
ZBPY > ZBMP un ZAPY > ZAMP; saskaitot §is nevienadibas, iegiistam
ZAPB > ZAMB =120°.

Lemma pieradita.
Tagad pienemsim, ka ABC — vienadmalu trijstiiris un P — ta ieks€js punkts, kas
nesakrit ar centru M. Saskana ar 2.lemmu varam pienemt, ka ZAPB # 120°.

4

17.zim.
Pagriezam AABC ap punktu A par 60° lielu lenki pret&ji pulkstena raditaja kustibas
virzienam; reize ar visu trijstiiri pagriezas ar1 punkts P, nonakot stavokli P;. Ta ka
AC=ABun ZCAB = 60°, punkts C nonak punkta B.
Punktu, kura nonak B, apzimésim ar Z. P&c definicijas P;Z = PB, P;A = PA un
ZP AP = 60°. Redzam, ka AP;AP ir vienadsanu trijstliris ar virsotnes lenki 60°,
tatad tas ir vienadmalu. Tapéc P4 = P,P. Secinam, ka
PB+PA+PC=ZP + PP+ PC (12)
Ta ka A4P;P ir vienadmalu, tad Z4P P =60°. Taka LZP, A= ZBPA #120°, tad
LZPP=/7ZP A+ ZAPP #180°. Tatad punkti Z, P; un P neatrodas uz vienas

taisnes; tapéc ZP, + PP > ZP un

AVA
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ZP+PP+PC>ZP+PC2>2ZC (13)
No (12) un (13) seko, ka

PA+ PB+PC>ZC (14)
Ja m@s pratisim pieradit, ka
MA+ MB+MC =ZC (15),
tad no (14) un (15) sekos mums vajadziga sakariba (*), un uzdevums biis atrisinats.
7 " B
R
H ¢
A
18.zim.

Ta ka Cetrstiiris ACBZ sastav no diviem vienadmalu trijstiiriem, tad tas ir rombs;
tapéc AB L CZ un CZ =2-CR. Mums japierada, ka 2-CR =MA+ MB+ MC.
Atceramies, ka MA = MB = MC, tatad japierada, ka 2-CR=3-MC jeb

MC = %CR. Bet tas tieSi seko no vienadmalu trijstira Tpasibam (skat. 1.lemmas

pieradijumu).
Lidz ar to uzdevums atrisinats.

10



